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濃度の相等

#A = #B
def⇐⇒ Aから Bへの全単射が存在する
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濃度の相等

#A = #B
def⇐⇒ Aから Bへの全単射が存在する

例

#{2, 3, 5, 7} = #{0, 1, 2, 3}
#N = #Q
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濃度の相等
反射性

#A = #A
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濃度の相等
反射性

#A = #A

証明.
idA : A→ Aは全単射 □
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濃度の相等
対称性

#A = #B ならば #B = #A

4 / 19



濃度の相等
対称性

#A = #B ならば #B = #A

証明.
f : A→ Bが全単射ならば
f −1 : B→ Aも全単射。 □
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濃度の相等
推移性

#A = #Bかつ #B = #C ならば #A = #C

5 / 19



濃度の相等
推移性

#A = #Bかつ #B = #C ならば #A = #C

証明.
f : A→ Bと g : B→ Cが全単射ならば
g ◦ f : A→ Cも全単射。 □
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濃度の大小

#A ≤ #B
def⇐⇒ Aから Bへの単射が存在する

#A < #B
def⇐⇒ #A ≤ #Bかつ #A , #B
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濃度の大小

#A ≤ #B
def⇐⇒ Aから Bへの単射が存在する

#A < #B
def⇐⇒ #A ≤ #Bかつ #A , #B

例

#{2, 3, 5, 7} < #{0, 1, 2, 3, 4}
#N < #R
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濃度の相等と大小

#A = #Bならば #A ≤ #B
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濃度の相等と大小

#A = #Bならば #A ≤ #B

証明.
f : A→ Bが全単射ならば単射。 □
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濃度の大小
推移性

#A ≤ #Bかつ #B ≤ #C ならば #A ≤ #C
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濃度の大小
推移性

#A ≤ #Bかつ #B ≤ #C ならば #A ≤ #C

証明.
f : A→ Bと g : B→ Cが単射ならば
g ◦ f : A→ Cも単射。 □
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ベルンシュタインの定理

#A ≤ #Bかつ #B ≤ #A ならば #A = #B
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ベルンシュタインの定理

#A ≤ #Bかつ #B ≤ #A ならば #A = #B

証明は難しいので略。
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比較可能性定理

#A ≤ #Bまたは #B ≤ #A
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比較可能性定理

#A ≤ #Bまたは #B ≤ #A

証明は難しいので略。
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濃度の全順序性
#A < #Bと #A = #Bと #B < #Aのうち
ちょうど一つだけが成り立つ。
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濃度の全順序性
#A < #Bと #A = #Bと #B < #Aのうち
ちょうど一つだけが成り立つ。
証明.
ベルンシュタインの定理と比較可能性定理より明らか。
詳細は練習問題とする □
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有限・無限・可算無限・連続無限
▶ n ∈ Nに対して、#{0, 1, . . . , n − 1}を nと同一視する。
たとえば、#{0, 1, 2} = 3

▶ #Nを ℵ0 とも書く。
▶ #PNを 2ℵ0 とも書く。
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有限・無限・可算無限・連続無限
▶ n ∈ Nに対して、#{0, 1, . . . , n − 1}を nと同一視する。
たとえば、#{0, 1, 2} = 3

▶ #Nを ℵ0 とも書く。
▶ #PNを 2ℵ0 とも書く。

集合 Aについて、
▶ ある n ∈ Nに対して #A = nならば、

Aを有限集合と呼ぶ。
▶ Aが有限集合でなければ、無限集合と呼ぶ。
▶ #A = ℵ0 ならば、

Aを可算無限集合と呼ぶ。
▶ #A = 2ℵ0 ならば、

Aを連続無限集合と呼ぶ。
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有限集合
集合 Aについて、以下はすべて同値。

1. ある n ∈ Nに対して #A = n

2. #A < ℵ0

3. X ⊂ Aかつ X , Aである任意の集合 X について、
Aから X への全射は存在しない。

4. X ⊂ Aかつ X , Aである任意の集合 X について、
Aから X への全単射は存在しない。
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有限集合
集合 Aについて、以下はすべて同値。

1. ある n ∈ Nに対して #A = n

2. #A < ℵ0

3. X ⊂ Aかつ X , Aである任意の集合 X について、
Aから X への全射は存在しない。

4. X ⊂ Aかつ X , Aである任意の集合 X について、
Aから X への全単射は存在しない。

つまり、このいずれを有限集合の定義に採用しても同じことに
なる。
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有限集合
集合 Aについて、以下はすべて同値。

1. ある n ∈ Nに対して #A = n

2. #A < ℵ0

3. X ⊂ Aかつ X , Aである任意の集合 X について、
Aから X への全射は存在しない。

4. X ⊂ Aかつ X , Aである任意の集合 X について、
Aから X への全単射は存在しない。

証明は面倒なので略。
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無限集合
集合 Aについて、以下はすべて同値。

1. どの n ∈ Nについても #A > n

2. #A ≥ ℵ0

3. X ⊂ Aかつ X , Aである集合 X が存在して、
Aから X への全射が存在する。

4. X ⊂ Aかつ X , Aである集合 X に存在して、
Aから X への全単射が存在する。
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無限集合
集合 Aについて、以下はすべて同値。

1. どの n ∈ Nについても #A > n

2. #A ≥ ℵ0

3. X ⊂ Aかつ X , Aである集合 X が存在して、
Aから X への全射が存在する。

4. X ⊂ Aかつ X , Aである集合 X に存在して、
Aから X への全単射が存在する。

つまり、このいずれを無限集合の定義に採用しても同じことに
なる。
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無限集合
集合 Aについて、以下はすべて同値。

1. どの n ∈ Nについても #A > n

2. #A ≥ ℵ0

3. X ⊂ Aかつ X , Aである集合 X が存在して、
Aから X への全射が存在する。

4. X ⊂ Aかつ X , Aである集合 X に存在して、
Aから X への全単射が存在する。

証明は面倒なので略。
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カントールの定理

#A < #PA
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カントールの定理

#A < #PA

#A ≤ #PAの証明
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カントールの定理

#A < #PA

#A ≤ #PAの証明
f : A→PAを f (x) = {x}で定めると、
f は単射。
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カントールの定理

#A < #PA

#A , #PAの証明
f : A→PAを全射と仮定する。
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カントールの定理

#A < #PA

#A , #PAの証明
f : A→PAを全射と仮定する。
X = {x ∈ A | x < f (x)}とおく。
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カントールの定理

#A < #PA

#A , #PAの証明
f : A→PAを全射と仮定する。
X = {x ∈ A | x < f (x)}とおく。
f は全射なので、f (a) = X をみたす a ∈ Aが存在する。
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カントールの定理

#A < #PA

#A , #PAの証明
f : A→PAを全射と仮定する。
X = {x ∈ A | x < f (x)}とおく。
f は全射なので、f (a) = X をみたす a ∈ Aが存在する。
a ∈ X と仮定すると、Xの定義より a < f (a)となり不都合。
a < X と仮定すると、Xの定義より a ∈ f (a)となり不都合。
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カントールの定理

#A < #PA

#A , #PAの証明
f : A→PAを全射と仮定する。
X = {x ∈ A | x < f (x)}とおく。
f は全射なので、f (a) = X をみたす a ∈ Aが存在する。
a ∈ X と仮定すると、Xの定義より a < f (a)となり不都合。
a < X と仮定すると、Xの定義より a ∈ f (a)となり不都合。
したがって、全射 f : A→PAは存在しない。
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数の体系と濃度

ℵ0 < 2ℵ0

#N = ℵ0

#Z = ℵ0

#Q = ℵ0

#R = 2ℵ0

#C = 2ℵ0

#H = 2ℵ0

#O = 2ℵ0
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連続体仮説
ℵ0 < #X < 2ℵ0 をみたす集合 X は存在するか？
「そのような集合 Xは存在しない」が連続体仮説と呼ばれて
いる。
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連続体仮説
ℵ0 < #X < 2ℵ0 をみたす集合 X は存在するか？
「そのような集合 Xは存在しない」が連続体仮説と呼ばれて
いる。
現在の標準的な集合論では、存在することも存在しないことも証
明できないことが証明されている。
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補足：記法と用語に関する注意
集合の濃度 #Aのかわりに |A|と書く流儀もあり、そのほうが流

行っている。card(A)と書く流儀もある。 ¯̄Aと書く流
儀もあったが、今ではほとんど見ない。

可算無限 ℵ0 を aと書くこともある。
連続無限 2ℵ0 を cと書くこともある。
▶ ℵはヘブライ文字の第一文字
▶ aと cは、それぞれ、aと cのフラクトゥール。
フラクトゥールはかつてドイツなどで用いられた書体。

▶ ℵ0の読み方には、
▶ aleph zero
▶ aleph null
▶ aleph nought

がある。
ベルンシュタインの定理 発見の経緯が複雑なため、人名のつい

たさまざまな別名がある。
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まとめ
▶ 集合の濃度の相等の定義
▶ 集合の濃度の大小の定義
▶ 集合の濃度のさまざまな性質
▶ 有限集合・無限集合
▶ 可算無限集合
▶ 連続無限集合
▶ 連続体仮説
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