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関係
（復習）この講義では、集合 A と集合 B の間の二項関係とは、
直積集合 A×B の部分集合のこととする。
すなわち、R ⊂ A×B

以後、A と A の間の二項関係を A 上の二項関係と呼ぶ。

(x, y) ∈ R を x R y と書く。
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同値関係
集合 A 上の二項関係 ∼ が以下の三条件をみたすとき、
∼ を A 上の同値関係と呼ぶ。

反射律 x ∼ x

対称律 x ∼ y ならば y ∼ x

推移律 x ∼ y かつ y ∼ z ならば x ∼ z
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例
Z 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は Z 上の同値関係となる。

m ∼ n
def⇐⇒ m− n は 7 の倍数
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例
N× N 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は N× N 上の同値関係となる。

(m,n) ∼ (p, q)
def⇐⇒ m+ q = n+ p
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例
集合 A 上の同値関係 ∼A と集合 B 上の同値関係 ∼B に対して
A×B 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は A×B 上の同値関係となる。

(x, y) ∼ (x′, y′)
def⇐⇒ x ∼A x′ かつ y ∼B y′

6 / 13



例
集合 A と B は A ∩B = ∅ をみたしているとする。
A 上の同値関係 ∼A とB 上の同値関係 ∼B に対して
A ∪B 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は A ∪B 上の同値関係となる。

x ∼ x′
def⇐⇒ x, x′ ∈ A かつ x ∼A x′

または x, x′ ∈ B かつ x ∼B x′
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例
集合 A 上の二つの同値関係 ∼1 と ∼2 に対して、
A 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ も A 上の同値関係となる。

x ∼ x′
def⇐⇒ x ∼1 x

′ かつ x ∼2 x
′
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例
集合 A 上の二項関係 ∼ が対称律と推移律をみたしているとする。
（反射律はみたしていないかもしれない。）
集合 A′ 上の二項関係 ∼′ を以下のように定めると、
∼′ は A′ 上の同値関係となる。

A′ def= {x ∈ A | x ∼ x}

x ∼′ y
def⇐⇒ x ∼ y
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例
集合 A 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は A 上の同値関係となる。

x ∼ x′
def⇐⇒ x = x′
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例
集合 A 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は A 上の同値関係となる。

常に x ∼ x′
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例
集合 A とその部分集合 B に対して
PA 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は PA 上の同値関係となる。

X ∼ Y
def⇐⇒ X \ Y ⊂ B かつ Y \X ⊂ B
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例
集合 A に対して
PA 上の二項関係 ∼ を以下のように定めると、
∼ は PA 上の同値関係となる。

X ∼ Y
def⇐⇒ #(X \ Y ) < ℵ0 かつ #(Y \X) < ℵ0
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