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商集合の気持ち
▶ 同値関係は「ある基準で同じ」な気持ちの関係
⇝ 同じものは同一視したい
⇝ 集合 Aから同値関係 ∼が成り立つものを同一視して得られる
集合 A/∼を考えたい

⇝ これを集合の言葉で表現したい
▶ これを実現するのが商集合

2 / 18



同値関係（復習）
集合 A上の二項関係 ∼が以下の三条件をみたすとき、
∼を A上の同値関係と呼ぶ。

反射律 x ∼ x

対称律 x ∼ yならば y ∼ x

推移律 x ∼ yかつ y ∼ z ならば x ∼ z
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同値類
集合 A上の同値関係 ∼と a ∈ Aについて、

[a]∼
def
= {x ∈ A | x ∼ a}

と定義し、[a]∼ を aの同値類と呼ぶ。
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同値類
集合 A上の同値関係 ∼と a ∈ Aについて、

[a]∼
def
= {x ∈ A | x ∼ a}

と定義し、[a]∼ を aの同値類と呼ぶ。

∼が文脈から明らかなときは、
[a]∼ を [a]と略すこともある。
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同値類の基本的な性質 (1)

x ∈ [a]∼ ⇐⇒ x ∼ a

証明.
定義そのもの。 □

5 / 18



同値類の基本的な性質 (2)

a ∈ [a]∼

証明.

a ∈ [a]∼ ⇐⇒ a ∼ a

だが、右辺は反射律。 □
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同値類の基本的な性質 (3)

a ∼ b ⇐⇒ [a]∼ = [b]∼

証明.

(⇒)

(⇐)

□
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同値類の基本的な性質 (3)

a ∼ b ⇐⇒ [a]∼ = [b]∼

証明.

(⇒) ▶ a ∼ bと仮定する。
▶ x ∈ [a]∼ ならば x ∼ aが成り立つ。推移律より、

x ∼ bが成り立つ。すなわち、x ∈ [b]∼ が成り立
つ。したがって、[a]∼ ⊂ [b]∼ が成り立つ。

▶ 対称律より b ∼ aが成り立つことから、同様に、
[b]∼ ⊂ [a]∼ が成り立つ。

▶ ゆえに、[a]∼ = [b]∼
(⇐)

□
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同値類の基本的な性質 (3)

a ∼ b ⇐⇒ [a]∼ = [b]∼

証明.

(⇒)

(⇐) ▶ [a]∼ = [b]∼ を仮定する。
▶ a ∈ [a]∼ より、a ∈ [b]∼ が成り立つ。
▶ すなわち、a ∼ bが成り立つ。

□
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同値類の基本的な性質 (4)

[a]∼ ∩ [b]∼ , ∅ ならば [a]∼ = [b]∼

証明.
▶ x ∈ [a]∼ ∩ [b]∼ と仮定する。
▶ x ∼ aかつ x ∼ bが成り立つ。
▶ 対象律と推移律より a ∼ bが成り立つ。

□
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同値類の基本的な性質 (5)

[a]∼ = [b]∼ または [a]∼ ∩ [b]∼ = ∅

証明.
さきほどの基本的な性質 (4)の言い換え。 □
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商集合
集合 Aとその上の同値関係 ∼に対して、
商集合 A/∼を以下のように定義する。

A/∼ def
= {[a]∼ | a ∈ A}
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商集合の基本的な性質
商集合 A/∼は以下の性質をもつ

1. ∅ < A/∼
2. 任意の x ∈ Aに対して、ある X ∈ A/∼が存在して、

x ∈ X が成り立つ。
3. X,X′ ∈ A/∼ ならば X = X′ または X ∩ X′ = ∅

証明.
□
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商集合の基本的な性質
商集合 A/∼は以下の性質をもつ

1. ∅ < A/∼

2. 任意の x ∈ Aに対して、ある X ∈ A/∼が存在して、
x ∈ X が成り立つ。

3. X,X′ ∈ A/∼ ならば X = X′ または X ∩ X′ = ∅

証明.
X ∈ A/∼ならば、ある a ∈ Aが存在して、X = [a]である。
a ∈ [a]より、X , ∅である。 □

11 / 18



商集合の基本的な性質
商集合 A/∼は以下の性質をもつ

1. ∅ < A/∼

2. 任意の x ∈ Aに対して、ある X ∈ A/∼が存在して、
x ∈ X が成り立つ。

3. X,X′ ∈ A/∼ ならば X = X′ または X ∩ X′ = ∅

証明.
x ∈ Aならば、[x] ∈ A/∼である。
x ∈ [x]なので、X = [x]とするとよい。 □
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商集合の基本的な性質
商集合 A/∼は以下の性質をもつ

1. ∅ < A/∼
2. 任意の x ∈ Aに対して、ある X ∈ A/∼が存在して、

x ∈ X が成り立つ。

3. X,X′ ∈ A/∼ ならば X = X′ または X ∩ X′ = ∅

証明.
先程の同値類の基本的な性質 (5)の言い換え。 □
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類別
集合 Aに対して、Ã ⊂PAが以下の性質をもつとき、
Ãを Aの類別と呼ぶ。

1. ∅ < Ã

2. 任意の x ∈ Aに対して、ある X ∈ Ãが存在して、x ∈ X が成り
立つ。

3. X,X′ ∈ Ã ならば X = X′ または X ∩ X′ = ∅
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類別と商集合
▶ 商集合 A/∼は Aの類別である。
▶ Ãが Aの類別ならば、ある同値関係 ∼が存在して Ã = A/∼
が成り立つ。
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類別と商集合
▶ 商集合 A/∼は Aの類別である。

▶ Ãが Aの類別ならば、ある同値関係 ∼が存在して Ã = A/∼
が成り立つ。

同値類の基本的な性質からすぐに導かれる。
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類別と商集合

▶ 商集合 A/∼は Aの類別である。

▶ Ãが Aの類別ならば、ある同値関係 ∼が存在して Ã = A/∼
が成り立つ。

x ∼ y ⇐⇒ ある X ∈ Ãが存在して x ∈ X かつ y ∈ X

とすればよい。
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商集合上の写像
集合 A, Bとそれぞれ上の同値関係 ∼A と ∼B について、
写像 f : A→ Bが常に

x ∼A x′ ならば f (x) ∼B f (x′)

をみたすならば、写像 f̃ : A/∼A → B/∼B を

f̃ ([x]∼A) = [f (x)]∼B

で定義できる。
つまり、[a] = [a′]ならば f̃ ([a]) = f̃ ([a′])が成り立つ。

14 / 18



商集合上の写像
集合 A, Bとそれぞれ上の同値関係 ∼A と ∼B について、
写像 f : A→ Bが常に

x ∼A x′ ならば f (x) ∼B f (x′)

をみたすならば、写像 f̃ : A/∼A → B/∼B を

f̃ ([x]∼A) = [f (x)]∼B

で定義できる。
つまり、[a] = [a′]ならば f̃ ([a]) = f̃ ([a′])が成り立つ。
多変数の写像 A1 × · · · × An → Bでも同様。
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商集合上の関係
集合 A, Bとそれぞれ上の同値関係 ∼A と ∼B について、Aと Bの
間の二項関係 Rが常に

x ∼A x′ かつ y ∼B y′ ならば [R(x, y)⇔ R(x′, y′)]

をみたすならば、A/∼A と B/∼B の間の二項関係 R̃を

R̃([x]∼A , [y]∼B)
def⇐⇒ R(x, y)

で定義できる。
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商集合上の関係
集合 A, Bとそれぞれ上の同値関係 ∼A と ∼B について、Aと Bの
間の二項関係 Rが常に

x ∼A x′ かつ y ∼B y′ ならば [R(x, y)⇔ R(x′, y′)]

をみたすならば、A/∼A と B/∼B の間の二項関係 R̃を

R̃([x]∼A , [y]∼B)
def⇐⇒ R(x, y)

で定義できる。
一般の n項関係でも同様。
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例
Z上の二項関係 ∼を以下のように定めると、
∼は Z上の同値関係となる。

m ∼ n
def⇐⇒ m − nは 7の倍数

このとき、
Z/∼ = {[0], [1], [2], [3], [4], [5], [6]}

[3]+̃[6] = [2]

[3]·̃[6] = [4]
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例
集合 A上の同値関係 ∼A と集合 B上の同値関係 ∼B に対して
A × B上の二項関係 ∼を以下のように定めると、
∼は A × B上の同値関係となる。

(x, y) ∼ (x′, y′)
def⇐⇒ x ∼A x′ かつ y ∼B y′

このとき、
[(a, b)]∼ = [a]∼A × [b]∼B
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